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并行稀疏系统直接求解库SuperLU_MT在状态估计中的应用

陈荃韡１,２,３,龚成明３,４,赵晋泉１,２,王　毅３,４,邹德虎３,４

(１．河海大学可再生能源发电技术教育部工程研究中心,江苏省南京市２１００９８;

２．河海大学能源与电气学院,江苏省南京市２１００９８;

３．南瑞集团公司(国网电力科学研究院),江苏省南京市２１１１０６;４．国电南瑞科技股份有限公司,江苏省南京市２１１１０６)

摘要:利用基于超节点LU分块分解算法、列消去树和多核多线程并行计算原理的并行稀疏系统

直接求解库SuperLU_MT实现电力系统状态估计,主要在求解迭代方程、不良数据检测辨识环节

调用SuperLU_MT实现加速.通过对电气与电子工程师协会(IEEE)测试系统以及实际电网算例

验证,表明通用的并行稀疏系统直接求解库适用于电力系统状态估计,能够获得较显著的并行计算

效果,在多核计算机上缩短了状态估计的计算时间.
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０　引言

电力系统状态估计是现代电网中能量管理系统

(EMS)的重要组成部分.随着电力系统的迅速发

展,电力网络的结构和运行方式日趋复杂,状态估计

计算中各项数据分析与处理的复杂度也随之增加,
因此,电力系统状态估计计算方法的研究与优化一

直备受广大电力工作者关注[１Ｇ８].近年来,随着电力

需求急剧增长,电网规模日益庞大,使得状态估计矩

阵规模不断增大,各种传统的串行算法难以满足电

力系统实时分析对快速大规模计算的需求,采用并

行计算等手段来提高状态估计计算效率显得日益迫

切.
目前国内对于状态估计并行计算的研究主要是

根据电力网络结构,按照不同方法分块,以降低矩阵

阶数,使高效的电力系统并行计算成为可能[５Ｇ８].文

献[５]基于灵敏度分析修正,将互联系统联络线功率

不匹配量作为子系统虚拟变化量测,实现分区协调.
文献[６]采用节点撕裂法对电网进行切分,通过求解

KKT(KarushＧKuhnＧTucker)条件方程实现分区的

协调.文献[７]结合多代理理论,提出基于分解协调

和外网浓缩等值的分布式状态估计方法.文献[８]
基于等值网量测修正思想,对电力系统状态估计实

现异步迭代模式的分布式算法,可缩短全网状态估

计分析的计算时间.
但上述文献的稀疏矩阵计算采用的是自行编写

的代码,可移植性和权威性不一定得到很好保证,尚
未将大规模线性稀疏矩阵计算的通用研究成果[９Ｇ１０]

有效运用于电力系统状态估计计算中.若在状态估

计中使用已有的这些并行稀疏矩阵直接求解库,有
望有效提高状态估计的计算速度.

本文是在单机多核环境下优化状态估计计算,
不涉及基于机群的并行化,这也符合当前状态估计

应用的现状和需求.
SuperLU矩阵计算库有三个版本,分别为基于

共享内 存 的 并 行 版 本 SuperLU_MT、串 行 版 本

SuperLU、基于分布式内存的并行版本SuperLU_
DIST.本文应用场景是单机多核、基于共享内存的

环境,因此采用SuperLU_MT[１１]版本,该版本采用

的是基于超节点的LU分块分解并行算法.
针对不同规模的电力网络算例进行试验和分

析,基于SuperLU_MT的并行状态估计有较好的并

行效果,在计算速度方面获得了显著的提升,成果可

以推广至以稀疏矩阵计算为核心的所有电力系统分

析软件中,具有大规模工程应用的潜力.

１　基于超节点的LU分块分解并行算法

１．１　基于超节点的基本单元模式

矩阵A 有如下分解式:
A＝LU (１)

式中:A 为信息矩阵;L 为下三角矩阵;U 为上三角
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矩阵.
信息矩阵中许多列具有非零元结构相同的特

点.同时,在LU分解之后有填充元的注入,进一步

增多了具有相同非零元结构的列.若在分解时将这

些列作为稠密矩阵整体参与运算,则可以大幅度提

高计算速度.为此,若经过符号分解后,下三角矩阵

L 中第r至s列有稠密对角块,并且除对角块外其

他行有相同的非零元行结构,则将其定义为一个超

节点[１２].若某一列与相邻的列的非零元结构不同,
则该列独立构成一个超节点.上三角矩阵U 以若

干个稠密列向量存储,且U 中的对角块可同时存储

在L 的超节点中,以节约计算机的存储空间.
图１给出了一个７阶矩阵LU分解后的矩阵L

超节点结构模式.图中,×表示非零元.由定义可

得,矩阵L 共可分为４个超节点,其中矩阵中相邻

列具有相同非零元结构定义为超节点,如图所示可

形成超节点T１,T３,T４,而第三列与其相邻列的非

零元行结构都不同,则该列独立构成了超节点T２.
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图１　L 的超节点结构模式
Fig．１　SupernodestructuremodeofL

１．２　基于超节点的LU分块分解算法

由于属于同一超节点的各列有相同的非零元结

构,在LU分解时要利用好这个特性就必然以整个

超节点作为基本单元参与运算.因此可应用基于超

节点的LU分块分解算法对矩阵A 进行LU分解,
以加快计算速度.为阐明基于超节点的LU分块分

解算法,首先介绍基于超节点的 LU 分列分解算

法[１３].
如图２所示,信息矩阵A 已完成符号分解,并

确定了L 的超节点结构,其中带底色部分表示超节

点的非零元模式.假设A 中前j－１列已分解为L
和U,分别存于L(J,J),L(J′,J),U(J,J)中,其
中J＝１:j－１,J′＝j:n,此处“:”表示某一行(列)
至另一行(列),n为矩阵的行数.令f(􀅰)＝A(􀅰,
j),选择第j列所属超节点前的每一超节点,对第

j列作数值修正:

f
~(r:s)＝L(r:s,r:s)－１f(r:s) (２)
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图２　基于超节点的LU分列分解算法
Fig．２　LUcolumndecompositionalgorithm

basedonsupernode

f
~(s＋１:n)＝f(s＋１:n)－L(s＋１:n,r:s)f(r:s)

(３)
式中:上标~表示修正后的变量.

选择与第j列属于同一超节点且位于第j列前

的列l,以相同的方式对第j列作数值修正:

f
~(l＋１:n)＝f(l＋１:n)－f(l)L(l＋１:n,r)

(４)
将f 的上下部分数值分别存于矩阵L 和U:

U(１:j,j)＝f(１:j) (５)
L(j:n,j)＝f(j:n) (６)

对L 中第j列作规格化:

L
~(j:n,j)＝

L(j:n,j)
L(j,j)

(７)

基于超节点的LU分列分解算法是运用稠密矩

阵运算的原理提高计算机的计算速度,在此基础上,
利用基于超节点的LU分块分解算法,若将矩阵A
以连续的w 列为单元分为N 块,则计算时可以对

两个稠密矩阵子块作矩阵运算,进一步加快计算速

度.
如图３所示,算法的主要改进在于每次对一个

长度为w 列的矩阵块进行迭代,此时在做数值修正

计算时即可将矩阵与向量相乘变为矩阵与矩阵相

乘.但由于块内可能含有不止一个超节点,因此,在
对每一矩阵块修正后,还需要在矩阵块内进行块内

分解,即在每一个矩阵块内再进行一次基于超节点

的LU分列分解算法.
１．３　并行策略

并行算法一般从两个方面展开并行策略.一个

方面是使需求解的问题尽可能并行化处理.另一个

方面是通过选择合适的任务粒度作为一个调度单

元,保证单处理器的效率,从而实现多线程并行处理

的高效性.SuperLU_MT的并行算法从以上两点

来实现,并且使这两方面达到平衡.

４８
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图３　基于超节点的LU分块分解算法
Fig．３　LUblockdecompositionalgorithm

basedonsupernode

１)基于列消去树的并行任务分解

在符号分解过程中,通过构建列消去树替代有

向图.在列消去树中,每一个顶点对应着矩阵中一

列.不同消去子树间,列与列之间不会互相修正.
此外,由于子树中各列有不完全相同的行下标,因此

可以对其同时计算[１４].
２)流水线技术的并行处理

并行策略的另一方面是考虑相关列之间的并行

性.相关列是指拥有祖先后代关系的列.当消去过

程进行至系统的线程数比独立子树的个数更多时,
需要确保所有线程在相关列上高效工作.因此,考
虑相关列的流水线计算也显得至关重要.

假设一种具有双线程的简单情况.当线程１获

取包含了列j的任务Task１,线程２获取包含了列

k的任务 Task２,且在列消去树中顶点j是顶点k
的子孙节点,那么根据列相关性可得,Task１执行完

毕前,Task２无法运行完毕.然而,在没有包含列j
的计算时,线程２可以立即开始计算Task２;计算内

容包括符号结构预测和使用列消去树中作为子孙的

已完成列积累的数值修正.在线程２完成了另一部

分计算,它就必须等待Task１完成.若此时Task１
已经完成了计算,则Task２可以立即开始.线程２
预测新的注入元,计算由Task１中完成列的计算导

致的数值修正.至此,在保证优先约束的情况下,双
线程同时完成了计算.

将上述双线程简单情况推广至任意线程数情

况.当一个线程获得了第K 块矩阵单元,线程首先

根据已计算的子孙节点修正,等待其他线程完成计

算,最终根据其他线程中完成的子孙节点列进行数

值修正.
基于超节点的分块分解算法是本文采用的高效

算法的核心.因此,要对超节点分块作出相应限制

以满足并行计算对缓存与寄存器组重复使用数据的

需求.为在内存共享机器(SMP)选择最合适的任

务粒度,将每一块矩阵单元作为一个调度单元.由

于并行任务是基于列消去树分解,因此还需要研究

矩阵分块与列消去树之间的关系.
假设将矩阵的列按后序排列顺序形成列消去

树,则在消去树中,矩阵分块可以形成三种形式:
①形式１,列消去树的底端是松弛超节点;②形式２,
消去树的某一分支的连续列;③形式３,在消去树中

多于一个分支的连续列.此时,在流水线技术的并

行处理中,若拥有该分块的线程需要等待执行,那么

形式３分块将会使保留记录复杂化.因此,主要对

此问题作两个限制.首先,限制矩阵分块的定义,不
出现形式３的情况.矩阵分块时,若列消去树中某

一节点有超过一个子节点,则将该节点分到另一块

中,即每一分支都会成为一个新的矩阵分块.其次,
确保所有运行中的子孙分块均在消去树中形成新的

路径.这样,等待这些运行块的线程则可由消去树

中相距最远的运行块派生.

２　基于并行稀疏矩阵直接求解库的状态
估计

在传统串行算法中使用高斯消元法求解线性方

程组时,LU分解占据了大部分计算时间,其中对于

大型稀疏线性系统,LU分解计算时间占求解方程

组计算总时间的９５％.SuperLU_MT通过共享内

存式多处理器并行编程,使用基于超节点的LU分

块分解并行算法,利用高性能单处理器超节点分块

计算核心和高水准并发性线程调度两类并行性实现

其高性能进行计算,降低LU分解计算时间,提高求

解效率.该算法适用于拥有适量处理器的SMP.
本文算法采用最小二乘法计算电力系统状态估

计.考虑到辨识可靠性、更新残差的速度以及调用

并行矩阵计算库的适用性,使用递归量测误差估计

辨识法(RMEEI)进行不良数据检测与辨识[１５].因

此,在整个状态估计算法中,每次计算需要在两处调

用并行矩阵计算库接口,如下所示.
１)最小二乘状态估计计算中求解迭代方程:

GΔx＝b (８)
式中:G＝HTR－１H,为信息矩阵,其中,H 为雅可比

矩阵,R 为以误差v的方差σ２ 为对角元素的测量误

差的方差阵;b＝HTR－１z,其中,z为量测向量;x 为

状态向量.
２)RMEEI中求解:

ηi＝G－１hT
j (９)

式中:hj 为H 的第j个行向量.
本文算法的流程图如图４所示.图中,xi 为x

５８
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的元素,ε 为状态估计计算的收敛精 度,本文取

１０－６.由于在调用SuperLU_MT时需要考虑根据

并行矩阵计算库的数据结构设置参数,因此在编程

中均要对常用的数据结构作相应的调整,以此减少

调用并行矩阵库时由于数据结构与接口的不同造成

的不必要损耗.
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图４　基于并行矩阵计算库的状态估计算法流程图
Fig．４　Flowchartofstateestimationalgorithm
basedonparallelmatrixcomputationlibrary

３　算例分析

本文所有算例分析均依托于Cygwin平台,利
用OpenMP编译接口及g＋＋编译器,使用C＋＋
语言设计实现了基于并行矩阵计算库的电力系统状

态估计计算.并行矩阵计算库版本为SuperLU_
MT_３．０,需要链接基础线性代数子程序库BLAS库

与数值计算函数集LAPACK库.测试计算机配有

Inteli７处理器,四核八线程,具有８GB内存存储空

间.由于矩阵最佳分块列数取决于计算机高速缓存

性能,因此,根据测试计算机类型在此取为８.计算

过程中,取完全量测系统计算,加权最小二乘法迭代

的收敛容差为１０－５,不良数据门槛值取６.
并行程序性能分析通常指标是加速比Sspeed和

效率ηp,表达式为:

Sspeed＝
Ts
Tnp

(１０)

ηp＝
Sspeed
np

(１１)

式中:Ts 为待测程序运行时的单个处理器的测试时

间;Tnp为待测程序并行算法运行的时间;np 为测试

时所用到的并行处理器的线程数.
通过程序运行的指标可以了解并行提高的性

能,一些实验数据还表明在一定范围内处理器或者

进程数增加可提高性能.对实际情况进行分析,进
行合理配置,能达到最优效果.
３．１　串行与并行矩阵计算库状态估计速度比较

稀疏矩阵计算库Suitesparse[１６]是优秀的开源

计算库,其中使用多波前法LU分解的UMFPACK
库在 求 解 稀 疏 线 性 方 程 组 时 性 能 优 越,并 且 被

MATLAB的稀疏矩阵计算默认调用.表１列出了

使用UMFPACK库求解多个电网规模下的计算速

度,以及本文使用基于超节点的LU分块分解算法

的并行矩阵计算库在单线程和四线程时计算速度的

比较结果.结果表明,本文所使用并行计算方法较

串行算法在对大规模电力系统状态估计求解时具有

明显优越性,且在较大规模的电网中具有显著优势.
这是由于在较小的系统中执行串行程序的执行效率

基本可以满足系统的要求,将原有程序改为并行执

行后在编写的程序中使用并行编译语句,造成了一

些不必要的开销,此时并行效果并没有很大优势.
但是在较大规模的系统中,在程序设计时矩阵相乘

以及线性方程组求解的并行执行比重变大,此时并

行效果优势逐步显露.

表１　串行与并行矩阵计算库的状态估计速度
Table１　Speedofstateestimationbasedonserialand

parallelmatrixcomputationlibrary

算例
状态估计速度/s

UMFPACK SuperLU单线程 SuperLU四线程

IEEE３０ ０．００４４ ０．００６９ ０．００６８
IEEE１６２ ０．０２５８ ０．０２０７ ０．０１３４
实际电网 ０．２３４８ ０．０９１０ ０．０５７０

３．２　不同电网规模的加速比与并行效率比较

本文基于并行矩阵计算库的状态估计算法分别

在IEEE３０节点、IEEE１６２节点和中国某实际电网

１０９８节点算例中采用不同线程数计算的求解时

间、加速比和并行效率的比较见附录B表B１,三个

算例均在节点５,１６,１７上添加误差方差系数为２０
的不良数据.

由附录B表B１可得,并行计算可显著提高求

解速度,对于较大规模网络效果更显著.在线程数

较少时,并行成本相对较小,较大电网的加速比高于

小电网,这个结果符合本文的预期要求,并且也说明

了并行矩阵计算库更适用于大规模电力网络的状态

估计计算.而当线程数较大时,并行成本逐渐增加,
增加的计算速度无法与并行派生线程、各线程在内

存缓存中的竞争成本增加的速度相抵,因此加速比

下降.从本文仿真结果来看,线程数为５时,实际电
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网算例可取得最大的加速比.由于程序中仍然存在

大量串行代码,随着线程数增加,并行效率是逐渐下

降的.

４　结语

针对电网规模逐步扩大且复杂度不断增加的特

点,本文将通用的并行稀疏系统求解库SuperLU_
MT应用于电力系统状态估计,利用并行稀疏矩阵

计算库求解稀疏线性方程组.通过多个算例验证了

使用并行稀疏矩阵直接求解库的可行性,并行版本

的计算速度显著高于串行版本.本文所提方法较之

传统串行方法计算改动很小,仅需搭建并行计算平

台,对数据结构作相应的调整,然后调用SuperLU_
MT矩阵计算库接口.未来进一步的工作包括如下

方面.
１)在更多核的计算机上对更大规模的电网进行

试验,对不同环境下的并行效果进行进一步分析研

究.
２)选择更多不同的并行稀疏矩阵直接求解库进

行试验,并对相关的配置参数进行细致测试,寻求最

优的库和配置.
３)利用并行化工具改造状态估计程序中其余的

串行代码,进一步提高并行效率.
４)将基于状态估计的试验和研究成果应用于其

他以稀疏矩阵计算为核心的电力系统分析软件中,
全面提升电力系统分析软件的计算速度.

附录 见 本 刊 网 络 版(http://www．aepsＧinfo．
com/aeps/ch/index．aspx).
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